
212: Elat fondamental de liquation de

Schrodinger non-lineate

On considine liquahon devolution non-linaire

(NLS) id+ 4 +14 +14194 =0

pour 4:41,1):RRAR" -> D, avec p> 1.

On cherche une onde stationnaire 41,1)=2it u()
are : IR-> IR. On house que a doit

sahi's faire
lequation elliphique non-lineate

Au-n+luu =0.

On cherche maintenant uk) =n(N1) > 0 surIRY,



ce qui conduct al'Equahon radiale (r =A1)

12.1) n"()+ ta'(r)-n(r) + hr =0, r> 0.

Nous verrous andexercises comment pronuer Nexistence

die solution a t.g.
(12.2) u(r) -> 0 lorsque i -> 0.

appease that fondamental ("ground state") de (NCS).

Theorine 12.1 (Bestycki-Lious - Pelebler 181, Berestycki-Lious 183)
It exists are fouchon at CR1) quisalisfait (12.1)-(12.2).
De plus,

u'(r) <0 F is 0.



Nous demonious iciMunicite de l'etat fondamental.
Theorine 12.2. (Coffman 'AL, Kwong '89, G. 2011]
La solution de (12.1)-(12.2) est unique.

La prence que nous allows presenter est basic sur (a
methode de fir ("shooling method"). Une aubre

prence, basis sur la methode de separation des graphes
pent the bonate dans (Pelehler - Gerrin 183].
On considine he problime de Cauchy

(PC) E
n" +tu - x +u =0, r > 0,

ul0) =2 > 0, wulr=0.



La condition in(r) -0 (reo) est naturelle car

la forme auto-adjoint de liquation est

(12.3) (ru'l- rn+ruP
=0.

Une unique solution maximale n(r;a) de(PC)
soblient par an argument de point fixe appliquei
lequahin integrate equivalentea(12.3). On more
a posteriorique u'CO;x1 =0 et

que u(r;x)
est definite of CSur IRA, pour bout x >0.
Pour pronuerle than 12.2, now allows appliquer la
thiorie de Sturm pour comparer, in fonction du para-
mile 2, ls zeros de air;2) et ceux de



w(r;d= =u(rix),
qui est solution de

(PC) E W" + tw -w +p4Pw =0, r>0,

wI0) =1, wI0)
=
0.

On definit has "ensembles solution"suivants:

N = =[ > 1;Jr>0.q.u(r;x) =03;
G: =5x> ;n(r;x) > 0 Frso,n(r;a) =03;
P:=4; u(rix) > 0Frzo, 24G3,
on=inf[sc0;-s+S>03=1.*s



me12.1: Pour bout x>1, url= ulria) est

strickment dicoissante dans an voisimage a droit de r =0.
De plus, si x ->P alors is existe roso b.g.u'cro) =0.
Prence: So it as 1. Alors - 2+280, el on a:

n"(0) =kw -+u(r-ult
neCIR), cf. Bhm - n"(r) +x- 2P = - n"(o) + 1 - 2
Ber.-Lions 183, p. 329 r- 8

=>u"(0) = =(2-5) <0.

Comme u'l0) =0, on concut que u'CO dans an

voisinage a droite de r=0.

La preme de la densieme assertion sera une en exercise. I



On a clairement PrGuN =(0,0) et P, G, N

disjoints denadeux. So it

z(): = supEs<0; u(ribk> 0 Frelo,s)3.
Six =N, alors z(a) est premier zero de n.
Simon 2(2) = 1.

Le thnime 12.2 sera dimonte si lon promise he

resultat suivant.

Proposition 12. 1:Il exist 2.> 1 he) que

P
=(1,4r), G =9x03, N =K0,c).



1

<t N

Kwong '89, hmma 9 p. 251:

2 =20
<eP => u(rix) a an infinite

de min of maxlocauxE
>

Nows pronous (a proposition 12.1 par un srie de

hmmes.

Lume 12.2: (1, ((*) CP.
Pienue:Pour a < 1 et u(r) = n(ria) donnes,



considerous (a fonction de Lyaponnor
12.4) E(r):=In'(r)- u()"+krt,

pour

E refo, c)
si xt PuG,

re(0,t()) six - N.

Par (PC), on a

E(r) =n'n"- un'+ unl =n'(n" -n +nP)

(12.5) =n(- fu) =- f(u)0 Kr> 0.

Douc E(r) est decroissance.

Supposons que /<6(*. Alors



E(0) =- 1++ =4(- ) < 0
of done E(r) 20 pour bout is 0.

Si xe N, alorsE(z(61) =Iu'(zK1)" =0.2
Si a =G, on a url->0Crecs), don

(12.6) m E(r)=hm tulr"?0.

On couchut done
que x

- P. I

Remarque 12.1: Comme url90, (a limite (12.6) vant zero.

Game 12.3: Pour x =GUN et n(r= u1r;a),
on a n'(r) <0 pour bout re(0,z())

et

n/E()) < 0 si c =N.



Me: Pour lout x-GUN, la fouchon E(r)
difinie par (1.) sah's fail him E(r) =0. Aisi,

r+z(x)

par (12.5), E(r =0 pour
bout re(0,z(4)).

D'auhre part, par Le Game 12.1, U'O dans an

visimage a droite de r=0. Posons

ro =

sup [St(0,z(c));n'Cr) <0 FreC0,s)3

of
supposons par

labsurd to <z(2). Par continuite.
et convexite, on diduit de (PC) que

u(rol - Cro) =n" (ro)?0

↳ aliol-U(rol, usrol""-1.



Alors
px) =It,

E(ro) = - u(rol + I,u(r)**-)-+u(rol)<0.
Alsi, ro =z() et u'(rl<0 pour

lout it 10,z(a)).

Finalement, si LAN on a soitn'It(a))<0, so it

n'(z()) =0 (par continuitede n'). Mais

n(EK1) =n(tKx)) =0 =u =0 1. Donc n'(tK)) < 0. I

Lemme 12.4:Pour tout x-GrN, WIrl =wIrix) a

an moins un zir dans (0,7()).

Prence:Supposons d'abord 2 =N, t(x) < 0.

Ecrivant has equations de act w cows (a forme



(rn'l'-ru+ru =0, (rw'-rw+prnw =0,
sidentitede Lagrange downs:
↑ ↑

(12.7) So Isu'lw-(swinds=Jws(n-ni)-ns(w-puPwlds
z(x)

12.8) e(rin(z(61) wIz(n1) =s/niw-winl(=(p-1)) nowds
Supposons par lbswrde 230 sur (0,z(a)).
Comme n(z()) <0 par

l lemme 12.3 et

W(EC1) =0 par continuite, on deduit de (12.8)

que S*nPw >O, ce qui est absurde. Aisi,

~change de signe sur (0,2()), done posside un zero



dams at intervalle par continuite.

Six = G, on a t(x) =
c et (12.7) donne:

ow(r () (r) =o[u(rw(rl-wir(a(d] =(p-1)).wiwds.

Supposant par labsurde que ws0 sur (0,1), on
u(r)didnit

que la fonction wit est positive et
strickment croissante sur (0,0). Mais ceci conhedit

le compartment asympholique de niil at Wii

Corsque - 20. In effect, on pent monter:

12.9) u(o) e rite, r- 1,

12.10) 720. 6ER, while it(o+die), red



112.10) dicoule du comportment asymplolique general
de l'equation of. Hartman, ODE,

W" + tw -w +PUPW =0,
Thu 9.1, Chap. El

stant dounce la dicroissance exponenhlle du

potential pal" (r), qui est assure par (12.9). It
Anhe

prence:
On Mait requation de a commen

(n -1)" +f(n - 1) +(n - 1) =0,

que lion interpret comme are equation linaire
on la variable (n-1). Comme u(0) = <> 1, on
didnit du lemme 12.3 qu'il existe an unique



33 0 t.g. (n-1)(3) =0. En remarquant que
Fu> 1, as put

on deduit du Rorime de comparaison de Stim

que wdoit avoir un zero days (0,3). It

Pour conclude cettepremiere partie, nous pronous (12.91

on, plus precisement, he resultat suivant.

Proposition (2.2: Soit x-G. Alors a(r=n(r;a)
salisfait:1C>0, FEE (011) Jra>0,

Fraa, U(rl? (rtexp( rFa(rial).



Prenue:Le changement de variable virl=rFulo

transforme l'equation de a comme suit:

vir)=rtn(r), u(r =rtv(r), r>O
a =

- rEr+itr, n" =rEV-rep+wh
↳ n"+ tu =rtr"+ rEr-+ trer+)

= rr"+rEv
↳ n" +tu - n +4 =rt v" +trzu- (1- uP(u =0

v"+ rEv-1-njrtn =0

v"
=(1 - up

-

(r) - 1wi]v =

=q(w)V
Comme q(o)-> 1 lorsque res, on a:

(12.11) FatC0,1) Jis >0, v"<-11-9)V sur (ia,e).



Fixons Ee (0,1) et posons

(5) =
=
2evFa(r-ra)_v(r).

Par (12.11)
,

- Fa(r-ral

y"(r) =2 (ra)e - v"(r) = (ra)y(r),.r> ra.
Posant C =viral, on a glial =0.

Supposons y(0) -> 0 (r-ec), i.e. V(rl-0 (red).

Alors 420 sur(ia, 8), et he home est dimonlie.

En effet, si y nest pas positive sur (ra,col,
on diduit qu'il existe ri > ra t-g.

y(5,12 0 et 4"(r)=0, I re

>ce qui conhedit (12.11). i



Pour fruit (a piece, it suffit done de mouher

(12.12) vir) -- 0 (r- cs).
On a
jir=(rtulil)=trtn+rin'

=ri(n +n) vrin(i)(r-c)
done is existe was is bog. V'CO sur (rc, 8).

Ausi, is exist 1? 0 L.g. v(r)->L(r ->d).
Comme west Caves v"borate infini,
on couclut que v'(r) -> 0 (r-c) (voir aussi rm. 12.1).

Alors liqualon der donne v"(rl->/(reas).

utilisant l'equation de v, on monde aussi que



rest ("sur (0,0), area v"borniea l'infini.
Alors (existence de la vial entraine que
vicrl-t0 (ies). Done 1=0.

Alsi, (12.12) est verifice, west borine of low pent
choisir Cindipendant de s dans la definition
de
4. #


